Betrachten festen Zeitraum [0, T7.

Fur jedes n € N: CRR—Modell mit
k, Handelszeitpunkten und Zeitintervallen

Zinsrate r &€ R_|_. Definieren Zinsrate r, im
nten Modell durch 147, = e"®n, damit gilt
(14 rp)kn = e,

Wir wahlen ein festes o € R4 und definie-
ren

Up = VA g, dyp = u,,_,Jl — e VAR,

Im nten CRR-Modell steigt der Preis S(t)
des Wertpapiers von Zeit t zu Zeit t + Ay,
auf u,S(t) mit Wahrscheinlichkeit p, und
fallt auf d,S(t) mit Wahrscheinlichkeit 1 —

Pn.-



Satz. Fiir die Arbitragepreise C,,(0) einer Eu-
ropaischen Call-Option im nten CRR-Modell
mit Falligkeit 7' und Ausubungspreis K bzgl.
dem Wertpapier S gilt:

1im_Cn(0) = Cips(0),

wobei Cpgg(0) durch die folgende Black-
Scholes-Formel gegeben ist:

Cpg(0) = S-N(d1(S,T))—K-e " N(da(S,T)).
Dabei ist § = §S(0), N die Standard-
Normalverteilung und
2
log(s/K) + (r+ %)t
o\t ’

log(s/K) + (fr — %2) t
o\t '

di(s,t) =

d2(87 t) —




Beweisskizze:

1. ap:=min{j € Ng : Suld"™7 > K}

an ist der Kkleinste Wert von j fur den
(Suhdn= — K+ > 0.

2. Der Arbitragepreis der Option im nten Mo-
dell ist also

k.
Cn(0) = (L+ra) ™™ H (k) an(1=a2)" 7 (Suldy ™' —K),
: J
J=ay,
wobei g, das aquivalente Martingalmal de-
finiert.

3. Umsortieren:
k

ao=s[3(5) () ()

J=an

—(1 4 7p)H K[ i (lzn) q)(1 — Qn)k”_j]-



3. Umsortieren:

ao=s[3(5) () (Ce)

j=qa,

—(1+ rn)_k”K[ i (IZn) ¢ (1 — Qn)k"_j].

Fur g, = ‘fﬁ'ﬁ; gilt dann:

Cn(0) = S (1—B"%(an))—K (14r,) " (1—B"%(ay)),

mit BknPn(.) die Binomiale Verteilungs-
funktion mit Parameter &, und py,.

Seien Y;, eine Folge von Binomialverteilten
Zufallsvariablen mit Parametern k, und py,.



4. Wir transformieren nun die Yy:
- Y, — k

v, = n nPn |

\/knpn (1 _pn)

womit dann E(Y,) = 0 und Var(Y,) = 1.
Die Grenzen a, und k, transformieren sich
ZU an bzw. B, SO dass

Plan < Yn < kp] = Plap < ?n < Bnl.
Fur limp—ocoan = o und limMp—eco Bn = B,

gilt nach dem Zentralen Grenzwertsatz:

im Plan < Yn < Bn] = N(B) — N(a).

n—aoeo

5. Fur pn, = qn kKann man durch Nachrechnen
zeigen, dass a = —d1(S,T) und B = oo,
womit folgt:

lim_ (1 - B’“m‘?ﬂ(an)) =1— N(—d(S,T))
= N(d1(S,T))



5. Fur pn, = qn kann man durch Nachrechnen
zeigen, dass a = —d1(S,T) und B = oo,
womit folgt:

lim_ (1 - B’“m‘?ﬂ(an)) =1— N(—d(S,T))
= N(d1(S,T))

Ebenso zeigt man fur p, = gqn, dass a =
—d>(S,T) und 3 = 400, womit gilt:

lim (1 - Bk”’qn(an)) = N(dx(S,T)).

n—aoo

6. Die Black-Scholes-Formel folgt sofort:
lim C,(0) = lim S (1 — B*%(a,))
— lim K (1 4 )" (1 — B*%(ay))

n—=aod

=S -N(d1(S, 7)) — K -e "' N(d2(S,T)).



