Einleitung

e Das Ein-Perioden-Modell ist das ein-
fachste Modell, um die Idee der Preis-
gebung von derivaten Finanzinstrumenten
(hier: Optionen) zu erkléren.

e naive Idee der Optionspreisbestimmung;:
Erwartungswertprinzip

e No-Arbitrage-Prinzip (3= Duplikationsprinzip)
als Grundlage zur Bestimmung des rzchtz-
gen Optionspreises

e Optionspreis kann auch iiber den Er-
wartungswert bestimmt werden, allerd-
ings nur beziiglich eines geeigneten Mafles:
% equivalent martingale measure



Optionspreisbestimmung mit
Erwartungewertprinzip

e S(t) Aktienpreis zum Zeitpunkt ¢

e ('(t) Gewinn (payoff) des europédischen Calls
zum Zeitpunkt ¢

e K Ausiibungspreis (strike price)
e 2 Zeitpunkte, t =0und t =T

Nun sei K = 110, 5(0) = 100,

S(T) = 130 mit Wahrscheinlichkeit p = 0.6 und
damit C'(T") = 20,

S(T') = 80 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p = 0.4 und
somit C(T) =0

= E(C(T)) = p20 + (1 — p)0 = 20p = 12
Abzinsen mit r = 0.03:
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— DIESER OPTIONSPREIS LIEFERT
ARBITRAGEMOGLICHKEITEN
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Duplizierendes Portfolio
(>Duplikationsprinzip)

Aktion Geldfluf3
verkaufe 1 Call-Option +11.65
S(0) = 100 | leihe 28.35 Geld +28.35
kaufe 0.4 Aktien -40
Balance 0
S(T) =130
Aktion Geldflufl
verkaufe 1 Aktie(Option) 110
kaufe 0.6 Aktien -0.6*130 = -78
zahle 28.35 mit Zins zuriick -1.03%28.35 = -29.20
Balance 2,80
S(T) =80
Aktion Geldfluf3
verkaufe 0.4 Aktien 0.4*80 = 32
zahle 28.35 mit Zins zuriick -1.03*28.35 = -29.20
Balance 2,80

—Investition von 0, in beiden Fallen Gewinn von 2.80,
also ARBITRAGE vorhanden



Optionspreisbestimmung durch
No-Arbitrage-Prinzip

Aus dem

NO-ARBITRAGE-PRINZIP (es gibt kein Arbitrage
auf den Mérkten)

folgt das

DUPLIKATIONSPRINZIP (liefern zwei Giiter die
gleichen Zahlungsstrome, so miissen ihre Preise zu
jedem Zeitpunkt tibereinstimmen).

Duplizierendes Portfolio:
130z + 1, 03y = 20
80x + 1.03y =0

Losung: (z,y) = (0.4, —31.07).

Optionspreis:
CNAP(0) = oSy 4yl = 0.4% 100 — 31.07 = 8.93



Duplizierendes Portfolio
(>Duplikationsprinzip)

Aktion Geldflul
verkaufe 1 Call-Option +8.93
S(0) = 100 | leihe 31.07 Geld +31.07
kaufe 0.4 Aktien -40

Balance 0

S(T) = 130

Aktion Geldflul

verkaufe 1 Aktie(Option) 110
kaufe 0.6 Aktien -0.6*130 = -78
zahle 31.07 mit Zins zuriick -1.03*31.07 = -32

Balance 0

S(T) = 80

Aktion Geldfluf3

verkaufe 0.4 Aktien 0.4*80 = 32
zahle 31.07 mit Zins zuriick -1.03*31.07 = -32

Balance 0




Ein-Perioden-Modell

e zwei Zeitstufen, t =0 und ¢t =T

e Wert der d + 1 Wertpapiere zum Zeitpunkt 0:
S(0) = (Sp, ..., Sy € Rt

e endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), wobei
Q) = (w1, ...,wy) die verschiedenen Marktzusténde
darstellt

e P({w}) > 0 V,cq — alle Zustande moglich

e moglicher Wert des i-ten Wertpapiers bei T
Sz(Ta (,U) - (SZ(Ta wl)a SRR (SZ(Ta wN))'

e HANDELSSTRATEGIE
ist ein Vektor ¢ = (¢p,...,pq)" € R der
beschreibt wieviel von jedem Wertpapier zum
Zeitpunkt 0 gekauft wird (Eintrdge negativ =
short position).



Ein-Perioden-Modell

e [nvestition bei t = 0:

S(0)p =327 ©:5:(0)

o zufilliger Wert des Portfolios bei T" (abhéngig
vom Zustand (state of the world) w):

S<T7 w>/90 — Z?:O 90iSi<T7 w)

o kurz: S € RUFDXN (T der i-ten Spalte
stehen die Werte der Wertpapiere bei T°
im Zustand w;)

e Wert des Portfolios bei wy, ..., wy: S'p €
RN

e ARBITRAGESTRATEGIE
ist ein Vektor ¢ € R so dass gilt:
t=10:5(0)p=0
t=T:Yw e Q:ST,w)p >0 und
Jw e Q: S(T,w)'p >0



1 Theorem

.....

Y wir auch state-price Vektor genannt

KURZz:

Kein Arbitrage <= es existiert ein state-price Vektor



Vorbereitung zum Beweis des
Theorems

Geometrische Deutung von Arbitragefreiheit:
Die Raume

[={(z,y),z e Ry e RYx = =5(0)p,y = S'p, 0 € R™"}

und

RV = {z e RV Wi € {0,...,N} : 2, > 03i : z; > 0}

haben keine gemeinsamen Punkte.

Der Hyperebenen-Trennungssatz besagt nun:

[ lin. Unterraum des RV*! K kompakte kon-
vexe Teilmenge des RV*!, die keine gemeinsamen
Punkte mit I" hat:

KNI =1

Dann lassen sich I' und K durch eine Hyperebene
trennen, welche I' enthalt, d.h.:
J\ery  Vaer  (x,A) > 0und Vyer : (y,A) =0



Risikoneutrale Wahrscheinlichkeit
(RNP)

(risk-neutral probability)

Bestimmen der risikoneutralen Wahrscheinlichkeit
p* (Aktienkurs wird als faires Spiel betrachtet):

S(T)
1+

S(0) =E*(—)

Mit den Werten aus dem obigen Beispiel und
r=0.03 gilt:

“130 + (1 — p*)80 23
(p*130 + (1 — p”) ) =2 o4

100 =
1+0.03 50

Optionspreis bzgl. dieser Wahrscheinlichkeit:

C(T)
147

~ 20p*
14

O(0) = E* (=) — 8.93
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equivalent martingale measure

(EMM)

e Normalisiere ¥: 1y = Y1 + - - - + Uy

® Setze q; = % (Wahrscheinlichkeit, dass w; ein-
tritt)

Damit gilt fiir das i-te Wertpapier:

Si0) _

b = 22 S(Towy) = Eg(Si(T))

e Sy sei risikolose Geldanlage (z.B. ein Bond):

= Sp(0) = g = (1 4+ r)~%, wobei 1)y der
Abzug fiir das Leihen von Geld sei

Damit gilt fiir das i-te Wertpapier bei ¢t = 0:

Si(Tw; ;
Si0) = S a5 it = Bol(Eigh)

=1 LT
S
Si(0) _ (Si(T))
(1+r)0 — E@((HT)T)
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2 Theorem

Definition:

Ein Markt heifit vollstdndig, wenn sich fiir jede
Option ein duplizierendes Portfolio konstruieren
lasst.

Unter der Annahme, dass es kein Arbitrage gibt,
gilt:

Marktmodell ist vollstandig
<~

Joerdr1Vs5epny @ S0 = 4 ist 16sbar

kurz:

Marktmodell ist vollstindig <= EEM 1st eindeutig

e Theorem besagt, dass die Vektoren S;(T") den
ganzen RY aufspannen (d.h. es gibt genau w;, i €
{1,..., N} Zustéinde).
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Zusammenhang RNP - EMM

Die Erwartungswerte bzgl. EMM (— Eg)

und RNP (— E*) bestimmen beide den
richtigen Optionspreis und stimmen somit
tiberein.

Eq = E*

< Basis der Finanzmathematik
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Beispiel

e d + 1 = 2 Wertpapiere (ein risikoloser
Bond, eine Aktie)

e [)| =2 mogliche Zusténde

'Q:{W17W2}
or —=1_
o X =110

S<O>:(1(1)0)’
sin = (1) sm=( ).
5= (1?1)0 810)
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Belsplel (state-price Vektor)

Bestimmen des state-price Vektors, 1,
durch 16sen von S(0) = S'y:

1 (1130 U1
100 ) — \ 1 80 ()
2/5\ _ (¢
= (2) = (&)
Er ist schon normalisiert:

Y1+ 2 = 1(= 1)

Die risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten
sind somit:
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Belsplel (vollsténdigkeit des Markts)

Markt ist vollstandig, d.h. es gibt nur ein
EMM:

o Sei O(T) = (0(T,wq),6(T,ws)) eine
Option

e 0 muss in der linearen Hiille von dem

durch S1(7T") und Sy(T') aufgespannten
Raum (hier R?) liegen

e hier ist es der Fall!

= der Markt ist vollstandig, also konnen
wir ein duplizierendes Portfolio konstru-
ieren.
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B elsp 1 el (duplizierendes Portfolio)

Finde duplizierendes Portfolio durch 16sen
von:

S'o =46(T)

Mit 5<T, w1> = 20, 5<T, w2> =0 gﬂti

20\ (1130 ( v
0 )~ \180 )\
= ¢y = —32und p; = 2/5

Das heifit: (—)32 Geldeinheiten leihen
und 2/5 = 0.4 Aktien kaufen.

(Abgezinst mit dem Zinssatz r = 0.03
muss man 32/1.03 = 31.07 Geldeinheiten
leihen.)
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Zwel-Perioden-Modell

e drei Zeitpunkte(t = 0,7T/2,T)

e zwei Perioden, in denen sich Zustande
andern konnen

IDEE:

Betrachte jeden Zeitschritt als ein Ein-

Perioden-Modell und arbeite dich von hin-

ten nach vorne durch das 9 Baumdia-
oramim.
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