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Wiederholung MaBtheorie



Definition: Algebra

Sei 2 eine Menge, und sei A ein System von
Teilmengen von 2 mit den Eigenschaften

(a) D e A,

(b) Ac A= A= Q\A € A,

(c) A BEA= AUBEc A

Dann heisst A eine Algebra auf 2.



Definition: o-Algebra

Sei 2 eine Menge und A eine Algebra auf €2,
SO dass gilt

©.@)
A1,A2,...€c¢ A = U A, €A,

i=1
dann nennt man A eine o-Algebra.



Definition: Messbarer Raum

Sei 2 eine Menge und A eine o-Algebra auf
2, dann nennt man das Paar (€2,.A) einen
messbaren Raum.



Definition: Messbare Funktionen

Seien (2, A), (Q’,A’) zwei messbare Raume.
Eine Funktion f : Q — € heiBt messbar,
falls fiir alle A € A’ gilt, dal

FlAl={weQ: f(w) c A} € A.



Eigenschaften von
Mengenfunktionen
Sei (£2,.A) ein messbarer Raum und

uw: A — [0,00] eine nicht-negative Funktion,
so daB u(@) = 0. u heiBt

e endlich additiv, falls fur alle disjunkten
Mengen A, B € A gilt, dal3

p(AU B) = u(A) + p(B),

e o-additiv (oder PramaB), falls fiur alle
Folgen (An),cn disjunkter Mengen in A
mit U A, € A qgilt, daB3

H ( Ej An) — i p(An).
n=1 n=1



Definition: Mali

Sei (€2, .A) ein messbarer Raum. Eine o-additive
Funktion u : A — [0, oo] heisst MaB auf (€2, .A).



Definition: MaBraum

Sei (€2, A) ein messbarer Raum und pu e€in
MaB auf (£2,.4), dann nennt man das Tripel
(2, A, ) einen MalBraum.



Wiederholung

Wahrscheinlichkeitstheorie
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Definition:

Wahrscheinlichkeitsmanb

Ein MaB P auf einem messbaren Raum (£2, .A4)
heisst Wahrscheinlichkeitsmal, falls

P(Q) = 1.
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Definition:
Wahrscheinlichkeitsraum
Sei (2, A) ein messbarer Raum und P ein
WahrscheinlichkeitsmaB auf (€2, .4),

dann nennt man das Tripel (€2, A, P) einen
Wahrscheinlichkeitsraum.
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Definition: Ereignis

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann
nennt man ein Element A € A Ereignis.
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Definition: unabhangige
Ereignisse
Sei (£2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Zwei Ereignisse A, B € A heiBen unabhangig,
falls

P(ANB) = P(A) - P(B).
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Definition: bedingte
Wahrscheinlichkeit

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Sind A, B zwei Ereignisse mit P(B) > 0,
SO bezeichnet man mit
P(AN B)

P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A
unter Voraussetzung von B.

P(A|B) :=
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Definition: Zufallsvariable

Sei 2 eine endliche oder abzahlbare Menge,
und (€2, P) der dazugehorige diskrete
Wahrscheinlichkeitsraum, dann nennt man
eine Funktion X : 2 — R eine (diskrete)
Zufallsvariable.

16



Definition: Verteilungsfunktion

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
X : 2 —- R eine Zufallsvariable, dann nennt
man fur alle x € R

Fx(z) = P(fw : X(w) < o})

die Verteilungsfunktion von X.
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Definition: Erzeugte o-Algebra

Die kleinste o-Algebra, die fur alle z € R die
Mengen {w : X(w) < z} enthalt, nennt man
die von X erzeugte o-Algebra; kurz: o(X).
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Definition: Erwartungswert

Wenn > |X(w)|-P(w) konvergiert,
we2
heiBt E(X) .= Y X(w)-P(w) der
wes?
Erwartungswert von X.
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Definition: Varianz

Die Varianz einer reellen Zufallsvariablen X
ist definiert als

Var(X) = E[(X—E(X))?%] = E(X?)—(E(X))?.
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Definition: Unabhangige

Zufallsvariablen

Seien X1, Xo,..., X, : 2 — R Zufallsvariablen
auf 2. Die Familie (X;)_; heiBt
unabhangig, falls fur alle A; € B gilt, daB

P ( ﬁ {w: X;(w) € Az}) = ﬁ P{w: X;(w) € A;}).
=1 1=1

1=
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Filtrierungen

22



Diskreter Zeitverlauf

diskrete Zeitschritte t =10,1,2, ...

e Startzeitpunkt: ¢t =20

e Endzeitpunkt (falls er existiert): t =T
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o-Algebren und Information

Annahme: Information soll nicht verloren
gehen

mit fortlaufender Zeit somit immer mehr
Information

o-Algebren reprasentieren Information

Folge von o-Algebren {F, :n=0,1,2,...}
mit Fp C fn—l—l (n=0,1,2,...)

Fn reprasentiert Informationsstand zum
Zeitpunkt n

—~

Fo = “Startinformation”
(falls es keine gibt: Fog = {0, Q})

= "alles, was wir jemals wissen werden”
(Doomsday o-Algebra)
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Definition: Filtrierung
Eine Familie F ;= {F, : n = 0,1,2,...} von

o-Algebren mit 7, C F41 (n = 0,1,2,...)
heiBt Filtrierung.
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Definition: Filtrierter

Wahrscheinlichkeitsraum
Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
zusammen mit einer Filtrierung F = (Fn )52

heiBt stochastische Basis oder filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, A, P).
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Filtrierungen fur endliches 2

Q={wqi,...,wn}

My, Mo, ..., My seien die inklusionsmini-
malen nichtleeren Mengen in A

My, M>, ..., My paarweise disjunkt und uber-
decken ganz 2 = bilden die von A
induzierte Partition P; = (M4, M», ..., My)
von €2

A’ C A eine Unter-o-Algebra von A
= die von A’ induzierte Partition

Py = (My, M5, ..., M)],) vergrobert die
Partition P;

Filtrierung I = Folge von immer feiner
werdenden Partitionen P,
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Stochastische Prozesse
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Definition: Stochastischer

Prozess

Ein stochastischer Prozess

X ={Xy, :n = 0,1,2,...} ist eine Fami-
lie von Zufallsvariablen, die auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum operieren.
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Definition: Adaptierte Prozesse
Der stochastische Prozess X = (Xn)22 heilt

adaptiert zur Filtrierung F = (Fn)>2,, falls
X, fur alle n F,-messbar ist.

30



Definition: Naturliche Filtrierung
Ist 7 = 0(Xpo, X1,...,Xn) firn=0,1,2,...,

so nennt man F = (F,) die naturliche
Filtrierung von X = (X,,).
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Zusammenhang von zwei

Prozessen

Hat man die naturliche Filtrierung
Fn =Wy, W1q,...,Wy) eines Prozesses
W = (W,) gegeben, so gilt:

Der Prozess X = (X,) ist adaptiert zur
Filtrierung F = (Fn).

<— Es existiert eine messbare Funktion f,
auf n+1 Variablen mit X, = f,(Wo, W1,...,Wy).
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Markov-Prozesse und Martingale

e zwei Haupttypen von stochastischen
Prozessen: Markov-Prozesse und
Martingale

e Markov-Prozesse: nur der momentane
Zustand bestimmt uber den weiteren
Verlauf des Prozesses

e Martingale: jeder vorherige Zustand
bestimmt uber den weiteren Verlauf des
Prozesses
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Das Wertpapiermarkt-Modell
enthalt

einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F,P) mit || < oo und P({w}) > 0O fir
alle w € €2,

die (diskreten) Anlagezeitpunkte
t=1,...T,

den Finanzmarkt mit d+ 1 Wertpapieren,

die Preisentwicklung S mit

S(t) = (So(t),S1(t),...,S4(¢))", wobei die
Preise der Wertpapiere zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt nicht-negative, F;-meBbare
Zufallsvariablen S;(t,w),i € {0, 1,...,d} sind
und

die Informationsstruktur F = {F;}/_, mit
Fo = {0,Q2} und Fp = F = P(2) , die
meist von der Preisentwicklung generiert
wird.
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Die Informationsstruktur ist eine Filtrierung!!

Die Annahme, daBB die Preisentwicklung min-
destens eines Wertpapieres streng positiv ist,
wird sich als essentiell herausstellen.

Nun zur Entwicklung des Modells:

O min 34-1




Definition 12:

Eine Preisentwicklung (X (t))i_,, die fur alle
t € {0,1,...,T} streng positiv ist, heiBt Numeéraire.
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Also ist ein Numéraire was wunschenswertes!
Ein Standardansatz ist das risikofreie Bank-
konto als Numéraire. Im weiteren wird der
Begriff jedoch ohne weitere Spezifikation ver-
wendet. Wir versehen ein Numéraire aus der
Menge der d + 1 Wertpapiere mit dem Label
O und setzen Sp(0) = 1.

O min 35-1




Definition 13:

B(t) 1= % heiBt der Diskont-Faktor.

36



Und jetzt: Normierung auf das Startkapital
des Numéraires!

(Also ist Sp(t) > 0, aber die Preisentwick-
lung des Numéraires soll ja auch streng posi-
tiv seinl!)

O min 36-1




Definition 14.:

Eine Anlagestrategie (oder ein dynamischer
Wertpapierbestand) ¢ ist ein vektorwerti-
ger stochastischer Prozel3

v = (p(t)ig
= ((po(t,w), 1(t, W), ooy pa(t, W)Ly € RITL

der vorhersagbar (oder vorhersehbar) ist:
Jedes ;(t) ist F;_i1-meBbar fir ¢t > 1.
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p;(t) bezeichnet die Anzahl der Wertpapiere
mit Label + im Wertpapierbestand zur Zeit t
- festgelegt aufgrund der vor dem Zeitpunkt
t verfugbaren Information.

Die Komponenten ¢;(t) kdonnen sowohl posi-
tive als auch negative Werte annehmen (kurz-
fristige Verkaufe moglich, Annahme, dal3 die
Wertpapiere perfekt teilbar sind).

Zur Erinnerung: Seien (£2,.A4), (Q',A’) Zwei
messbare Raume. Eine Funktion f : Q2 — Q'
heiBt messbar, falls fiir alle A" € A’ gilt, daB

FlUAT={weQ: f(w) c A} € A.

O min 37-1




Definition 15:

Der Wert eines Wertpapierbestandes zum Zeit-
punkt t ist das Skalarprodukt

Vo(t) = o(t) - S(t)
d
=Y ei®)Si(®), t=1,2,..,T
i=0
und

V(0) = ¢(0) - S(0) mit ¢(0) := ¢(1)

Die Entwicklung V,(t,w) nennt man die Wert-
entwicklung der Anlagestrategie .
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Der Startwert V,(0) wird Initialinvestition
des Investors genannt. Die Veranderung des
Marktwertes zwischen den Zeitpunkten ¢t — 1
und ¢t ist

p(t) - (S() =St —1)) = ¢(t) - AS(?).

p(t)S(t—1) ist der Wert nach Kauf zum Zeit-
punkt ¢t — 1 und ¢(¢)S(t)) ist der Wert zum
Zeitpunkt ¢t nach Preisfestlegung und vor dar-
aus folgender Veranderung des Wertpapier-
bestandes.

O min 38-1




Definition 16: Gewinnentwicklung

Die Gewinnentwicklung G, einer Anlage-
strategie ist gegeben durch

t
Go(t) = ) w(1) - (S(1) —S(7 - 1))
T=1

t
= > () - AS(7)
=1

t=1,2,....T
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Also ist die Gewinnentwicklung die Summe
der Veranderungen des Marktwertes!

O min 30-1




Definition 17:

Sei S(t) = (1,8(t)S1(t), ..., B(t)S4(t))’ der Vek-
tor der diskontierten Preise, dann ist die dis-
kontierte Wertentwicklung

Vo(t) = B(L) - (p(t) - S(t))
= (t) - S(t),

und die diskontierte Gewinnentwicklung
t
Go(t) == Y o(r)-(S(r) = S(t - 1))
T=1
t ~
= > ¢(r) - AS(7)
=1

t=1,2,..T.
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Definition 18:

Eine Strategie ¢ ist selbst-finanzierend,
p € b, wenn gilt:

p(t) - S() = et +1)-5(t)
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DAS IST NICHT DIE GEWINNENTWICK-
LUNG!!H

Interpretation: Nach Festlegung der neuen
Preise zum Zeitpunkt ¢t andert der Investor
seinen Wertpapierbestand

von o(t) zu p(t+ 1),

ohne einen Kredit aufzunehmen oder Geld
abzuziehen.

O min 41-1




Proposition 1
(Invarianz des Numeéraires):
Sei X (t) ein Numéraire. Eine Anlagestrategie
@ ist genau dann selbst-finanzierend bezuglich

S(t), wenn ¢ selbst-finanzierend bezliglich
X(@)~1.5@) ist.
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Beweis:

X (t) ist streng positiv fir alle t € {0,1,...,T}.
Also gilt:

p(t) - S(t) = et +1) - 5(¢)
=

() - X)L S) =t +1)- X)L S()

O min 42-1




Corollar 1:

Eine Anlagestrategie ¢ ist genau dann selbst-
finanzierend beziiglich S(t), wenn sie selbst-
finanzierend beziiglich S(t) ist.
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siehe Proposition 1 (Sonderfall)

O min 43-1




Proposition 2:

Eine Anlagestrategie ¢ ist genau dann selbst-
finanzierend, wenn gilt:

Vo(t) = V,(0) + Gu(t) t=0,1,...,T
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In Worten: Wenn die diskontierte Wertent-
wicklung gleich der Summe aus Initialiinvesti-
tion und diskontierter Gewinnentwicklung ist!!!

Beweis:

Sei p € . Es gilt:
Vo (0) + Gp(t)

= ¢(0) - S(0) + =t (1) - (S(7) = S(7 — 1))
Wegen

¢(0) - 5(0) = (1) - S(0)
1

= (1) - @ ' SEO)
= (1) - Sp(0) - S(0)
= ¢(1) - 5(0)

O min 44-1




und

Til o(r) - (3(r) = §(r — 1))

_ Til o(r) - §(r) — Til o(r) - §(r — 1)
_ '211 o(r) - 5(1) + o(r) - §(r)

_ji p(r4+1) - S(1) — (1) - 5(0)

t—1
= Y (p(r) —p(r + 1)) - S(7)
T=1

+o(t) - 5(t) — ¢(1) - 5(0)
Es gilt damit:

Vo(0) + Gy (t)
t—1

= (1) - S(0) — 3 (p(1) — p(r + 1)) - S(7)
=1

+o(t) - S(t) — ¢(1) - S(0)
= (1) -§(t)
— Vso(t)



Nehmen wir nun an, dal3 gilt:

Es reicht zu zeigen, dalB qilt:

p(t)S(t) = p(t + 1)S(t).

Beweis per Induktion:
Induktionsanker: Fur ¢+ = 1 qilt:

V(1) = ¢(1)5(1)
— ch(o) + égo(t)
= ©0S(0) + ¢(1)(5(1) — S(0))
<
©(0)5(0) = ¢(1)5(0)

Induktionsschlul3:

mit Teleskopsummel!!! (Reicht als Erklarung!)
Angenommen, fur ein 7 € N gilt

0(i—1)S(i —1) = o(i)SG — 1).



Dann gilt:

Vo(i4+1) = (i +1)S(G + 1)
= Vp(0) + Gyp(i — 1)
1+1 B B
= ©(0)S(0) + > o(m)(S(1) = S(T—1))

R
= (0)S(0) + > @(1)S(7)
T=1
141 _
— D p(r)S(r - 1)
T=1
_ 32 _
= ¢(0)S(0) + }_ w(r —1)S(r — 1)
T=2
141 _
— D p(r)S(r - 1)

=1

= »(0)S(0) + (i)S(4)
+ oG+ 1)SGE + 1) — ¢(1)S(0)
— (i 4+ 1)S(4)
<
p(1)S(1) = (i 4+ 1)S(3)



Es ist erlaubt, Kredite aufzunehmen (also kann
po(t) negativ sein) und kurzfristig zu ver-
kaufen (also kann o;(t) negativ werden fiir
i=1,...,d).



Proposition 3:

Wenn (1 (%), ..., pq(t)) vorhersagbar und V,(0)
Fo-meBbar ist, gibt es eine eindeutige vorher-
sagbare Entwicklung (¢o(t))]_,, so daB

© = (g, 1, .., pg) selbst-finanzierend mit dem
Initialwert V,(0) = Vp des zugehorigen Wert-
papierbestandes ist.
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Wenn ¢ selbst-finanzierend ist, gilt:
vorhergehende Proposition!

Vo(t) = Vo + Go(t)

t
= VO —|— Z (QO]_(T) . AS]_(T) —I—

=1

+ 0q(7) - ASy(7)).
Also gilt

V,o(0) = Vg == V,,(0) = 1%,
(weil S5(0) =1)
Andererseits gilt:
Vo) =p(®)S®) i

= @o(t) + 1(t)S1(t) + ... + pg(t)Sa(t).

Gleichsetzen ergibt:

Vo+ i1 (p1(m- AS1(1) 4+ ...+ @a(1) - ASy(1))
= @o(t) + ©1(t)S1(t) + ... + ©q(t)Sq(t)

=

po(t) = Vo +Xt_1(p1(r) - AS1(T) + ...
+0q(7)-AS3(1))— (01 (t)S1(t)+...+q(t)S4(t))

O min 45-1




Damit ist ¢g(t) eindeutig definiert.

0i(t) - AS;(t) — ;(£)S;(t) = —p;(£)S;(t)
ist F;_1-meBbar, also gilt:

weil ¢ und S;F;_q1-meBbar (vorhersag-
bar) ist.

po(t) = Vo + T 2 (p1(7) - AS1(7) + ..
+a(7) - ASe(7)) = (p1(#)S1(t = 1) + ...
+pq(t)Sa(t — 1)),

wobei ¢1, ..., ¢4 vorhersagbar sind (Vorausset-
zung!!!). Damit sind alle Terme der rechten
Seite F;_i-meBbar. Also ist ¢g vorhersagbar.



Definition 19:

Sei ® C @ eine Menge von selbst-finanzierenden
Strategien. Eine Strategie ¢ € ® heiBt Arbitrage-
Moglichkeit oder Arbitrage-Strategie in Be-
zug auf &, wenn

P{V,(0) =0} =1

und fur den Endwert von ¢ gilt:

P{Vy,(T) >0} =1 und P{V,(T) >0} > 0.
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Also ist eine Arbitrage-Moglichkeit eine selbst-
finanzierende Strategie mit Anfangswert O,

die mit Wahrscheinlichkeit 1 einen nicht-negativen
Endwert und mit einer Wahrscheinlichkeit echt
groBer O einen echt positiven Endwert (d.h.
einen Gewinn) hat.

Arbitrage-Moglichkeiten werden immer in Be-
zug auf eine bestimmte Klasse von Anlage-
strategien definiert!!!

O min 46-1




Definition 20:

Ein Wertpapiermarkt F ist Arbitrage-frei, wenn
es keine Arbitrage-Moglichkeiten in der Klas-
se & von Strategien gibt.
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Nur ein Vorgriff auf folgende Vortrage!!!

O min 47-1




