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Das No-Arbitrage Theorem

Satz. (No-Arbitrage Theorem) Ein Markt M
ist genau dann arbitragefrei, wenn es ein zu P
daquivalentes WahrscheinlichkeitsmalB P* gibt,
so dass die diskontierte Preisentwicklung S
ein P*-Martingal ist.

Eine Richtung des Satzes wurde schon be-
wiesen. Es bleibt noch, folgende Proposition
ZUu zeigen.

Proposition. Ist der Markt M arbitragefrei,
dann gibt es ein dquivalentes Martingalmapb.



Beweisskizze

Aus der globalen Arbitragefreiheit folgt
die lokale Arbitragefreiheit.

Mit den Ergebnissen uber arbitragefreie
Markte im Ein-Perioden-Modell folgt die
Existenz aquivalenter MartingalmaBe fur
alle lokalen Markte.

Mit Hilfe dieser MaBe definieren wir eine
Abbildung

P*:P(2) — [0,1] ...

. und zeigen, dass P* ein aquivalentes
Martingalmal ist.



ToDo-Liste

. Wiederholung: Aquivalente Martingalma-
Be in arbitragefreien Markten im Ein-Peri-
oden-Modell.

. Was sind lokale Markte?
Warum sind sie arbitragefrei?

. Konstruktion von P*.

. P* ist ein aquivalentes Martingalmal:
(a) P* ist ein Wahrscheinlichkeitsmal.
(b) P* ~ P.

(c) S ist ein P*~-Martingal, d.h. fir alle
O<k<dundalle 0 <t<T qgilt

E*(Sk(t + 1)|F) = Si(¢).



Wiederholung:
State-Price-Vektor

Sei M ein arbitragefreier Markt im Ein-Peri-
oden-Modell mit Q = {wi,...wy}, Preisen
zur Startzeit S(0) = (5;(0))ogi<q Und Prei-
sen zur Endzeit S = (Si(T, wj)> 0<i<d -

1<G<N

Dann existiert ein State-Price-Vektor ¢ € RY,
d.h. ; > 0 fur alle : und es gilt

S¢ = 5(0),
also
N
> Si(T,wji)y; = S;(0),
j=1
oder
S ST 29 = 5,0)
j=1 I JB(T,wj) ‘

fur alle + € {0,...,d}. Fiur ¢« = 0 erhadlt man
insbesondere




Wiederholung:
Aduivalente MartingalmaBe im

Ein-Perioden-Modell

Damit induziert
£(0)

P*({w;}) := v,
({ws}) %MT, w?)
ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (2, P(£2)).

Wegen ;, 8(0), 8(T,w;) > 0 gilt P* ~ P.

AuBerdem ist fur alle ¢ € {0,...,d} und alle
w € Q2

E*(S;(T){0, 2})(w) = E*(S(T))
N
= > P*({w;DSi(T, wy)
1=1

Also ist P* ein aquivalentes MartingalmaB.



Markt My 4:
o 4 ={A1,...,As}
o = ({0,2},P(£2))
o Py 4(A;) = P(A4;|A)
o Zeiten t und t+1
e d—+4 1 Wertpapiere
o SPA(t) = Si(t,a) mit a € A beliebig

o ShAt41,45) = S5i(t+1,a;) mit aj € A
beliebig
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Arbitragefreiheit lokaler Markte
Wir kennen schon das folgende

Lemma. In einem arbitragefreien Markt M
gilt fur alle selbstfinanzierenden Anlagestra-
tegien ¢, allet € {0....,T—1} und alle A € P;

P(V,(t + 1) — V,o(t) > 0]A) = 1
= P(V,(t+1) - V,(t) =0]4) =1

Mit unserer Notation von M; 4 und einer An-
lagestrategie ¢ flur M; 4 mit

P a(Vp(t) = 0) =P, 4(Vp(t) =0) =1
bedeutet das
Py a(Vp(t+1) >0) =1
— IP)t,A(ch(t +1)=0) =1.
Also ist Mt,A arbitragefrei.



Konsequenz: Es existieren MaBe Py 4 auf £2; 4
mit

S
=1

S
¢ Z P;,A(Az)sk(t + 17ai) — Sk(taa')
=1

Definiere A, als die Menge in P, die w enthalt.
Dann gilt

T-1

P(w) = ]] Pt Ay, (At1,w)-
t=0

In Analogie dazu definiere

T-1

P*(w) = 1] P4, (Att10)-
t=0
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P* ist Wahrscheinlichkeitsman

Es reicht zu zeigen: Y ,cq P*(w) = 1.
Lemma. Fir alle O <t < T und alle A € P
gilt

T—1
Z H IED:;AT’W(AT—I—l,cu) = 1.

weEA =t

Beweis. Ruckwartsinduktion:

t=T—-1: Y Pr_j ({o}h) =1
weA

nach Konstruktion. Sei nun t < 1T — 1:

Z H IP)T ATW(AT—I—l,w)

wEA T=t

S T-1
— Z Z H ]P):',AT,w(AT—I—l,w)

i=1weA; T=t

S T-1
=D PiaCA) > I Pra(Arg1)
=1 weA;, T=t+1
S

—1
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Folgerung: P*(A) = Hi;lo Px AW(AT+1,w) und
P l4) = 72F P, (Argro)

P* ist aquivalentes Martingalman

P* ~ P ist klar.
AuBerdem ist fur w € A € P

E* (S, (t + 1)|F) (w)
=) 5.(t+ 1,0 )P*('|A)

w'eA

=> > S+ 1, W )P*(W'|A)

1=1w'eA;

Z Skt 4+ 1,a)P; 4(A;) D P*(W']4;)

w |

=1 WIEA'L'

S

= > Spt+1,a)P; 4(4;)
i=1

=§k(t7 QJ)
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Beispiel

Es sei Q = {w1,ws,ws3,wa},

F = ({(Da Q}v {07 {w17 w2}7 {w3> (,U4}, Q}v P(Q)),
So(t,w) = (1 4+ r)t und S;(t,w) durch die fol-
gende Tabelle gegeben.

t
W 01

w1
w2
w3
w4

00‘@ @‘@ N

Dann ist

o Q({w17w2}) — 1+5T

Po.o{{ws,wa}) = 5r
1 {wq wQ}({ 1}) — 2+8r
1 {wi wQ}({WQ}) — 87~
1 {ws w4}({ 3}) — 4

1 {ws, w4}({w4}) —



Berechnung von IP>1 {wy wal

N My o o 1St 21 g o = {1}, {2}
(S(])-a{wlaw2}(2’ {Wl}) Séa{w17w2}(2, {(A)Q}))
gl{wrwa} —

ghiwrwalp 11y ghl@1w2l (o £,,1)

_ ((1+r)2 (1+47) >
9 6

und

1,{w1,w>}
S (1)
Sla{w17w2}(1) — 0 = (1 —8|_ r> .
S%a{wlan}(l)

Als Losung von Sliwiwaly = gliwiwa}(1)

erhalten wir
2438r
3(1+r)
¢ —
1—8r
3(14r)

Bliwiwal(1)
pH19192}(2,{w;})

Damit ist wegen =1+

1 forwy ({1 =@+ 1)y = = 248
1 J{w1 wQ}({WQ}) = (1 -+ r)¢2 — 87“
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Berechnung von P*

Insgesamt ist nun

P*(w1) =Py o({w1,w2}) - Py ) wr({wi})
1+ 5r . 24 8r

4 3 7

P*(w2) =Py o ({w1,w2}) - P 4y wrr ({w2})
__1+5r . 1 —8r
4 3 7

P (w3) = PB,Q({W3>W4}) . P’{,{w3,w4}({w3})
__3-=5r . 14 4r
4 3

und

P*(wa) = P o({ws,wa}) - Pq g, iy ({wa})
_3-5r 2-4r
== =
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