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No-Arbitrage Theorem

M arbitragefrei
=
dp« p S ist P*-Martingal.

Beweis

< Igor am 28. Mai 2004

= 1.Version: Jurgen am 4. Juni 2004
(via lokaler Arbitragefreiheit)
2.Version: Jenny am 11. Juni 2004
(mit Farkas’ Lemma)
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Ubersicht

1. Konstruktion von P* aquivalent zu P:

(a) Zeige: VNT = () mit

X := { Zufallsvariablen X auf (2, F)}
V = {XeX: X:écp’(T)a

¢' vorhersagbar}
I' = {XeXT: VyeaX(w)>0

EleQX(w) > O}

(b) Finde mit Farkas’ Lemma A\ > 0 € R%,
so daf} gilt:

\v/go’ vorhersagbar ATG@’ (T) = 0.

(c) Definiere ein zu P dquiv. Maf} P*:

* AMw
Voen P'({w}) = ¢y > 0

2. Zeige: S ist Martingal bzgl. P*, d.h.:
Vieta E(S7L1pir)ASi(7) =0
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1.(a) Zeige: VNI =)
Hilfssatz 3

In einem arbitragefreien Markt erfiillt jede

vorhersagbare Anlagestrategie

0 = (1, 0a)"
G, (T) ¢T.

Zur Erinnerung:

Proposition 3 von Nadine

(p1(t),...,04(t))" vorhersagbar
V,(0) ist Fo-mefibar

\ . 7
-~

=

g(goo(t))le 0 = (po,...,0q)" selbstfin.
mithp (O) = Vo =0.

Proposition 2 von Nadine

Eine Anlagestrategie ¢ ist genau dann

selbstfinanzierend, wenn gilt:

~

Vo(t) =Ve(0) + Go(t) t=0,1,...,T
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1.b) Farkas’ Lemma

EI)\>O\V/go’ vorhersagbar )\TGQO/ (T) = 0.

Farkas’ Lemmma Original

Fiir eine gegebene m x n Matrix A und
einem Vektor b € R™ gilt genau eine der

folgenden Aussagen:
1. aweRn,mzo AZE =b

2. Jyerm y'A<0 A ylb>o0.
Hilfssatz 2 (Farkas’ Lemma Variante)

Fir eine gegebene m X n Matrix M gilt

genau eine der folgenden Aussagen:
1. Elngn,a;>o Mx =0
2. Jyerm y'M>0 AN y'M+#£O0.
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1.c) Definition des aquiv. Mafles P*

Aw)
Zw’EQ )\(w/)

Voeqo P ({w}) = >0

Zur Erinnerung:

Zwei Mafle P und P* auf einem diskreten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F) sind

genau dann aquivalent, wenn

Ve Plw)=0 < P (w)=0.

Annahme im Markt M:

Vwen P(w) > 0.
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~

2. Zeige: S ist Martingal bzgl. P*

Zur Erinnerung:

Martingaltransformationslemma (Igor)

Eine Folge von reell integrierbaren
Zufallsvariablen { M, } ist genau dann ein
Martingal, wenn fiir alle beschrankten,

vorhersehbaren Folgen {H, } gilt:

E(ZHkAMk> =0 fa.n=12....

k=1
Aquivalentes Martingalmaf3 (Igor)

Ein W-Maf3 P* auf (€2, Fr) aquivalent zu
P wird Martingalma$l von S genannt, falls
der Prozess S ein P*-Martingal beziiglich
der Filtration F ist. Mit P(S) wird die
Klasse der aquivalenten Martingalmafle

bezeichnet.
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