Die Black-Scholes-Formel

Handout zum 9.7.2004

Wir betrachten einen festen Zeitraum [0, T']. Fiir jedes n € N haben wir ein
Cox-Ross-Rubinstein (CRR) Modell mit k,, Handelszeitpunkten und Zeitin-

tervallen der Liange A,, = %

o Wir wdhlen eine feste Zinsrate r € R. Die Zinsrate fiir das Sparkonto
im nten Modell ist r,. Dabei wird r, so gewéhlt, dass 1 + r, = e fiir
jedes n € N gilt und damit (1 + r,)* =7,

o Wir wdhlen ein festes o € R4 und definieren

VAR 1 —ovV A,

U, = e’ und dp =u, =e

Im nten CRR-Modell steigt der Preis S(t) des Wertpapiers von Zeit ¢ zu
Zeit t + A, auf u,S(t) mit Wahrscheinlichkeit p,, und féllt auf d,S(t)
mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,. Beachte, dass fiir sehr grofle n der Markt
arbitragefrei ist, weil dann d, < 1+ r, < u, gilt.

Satz. Fiir die Arbitragepreise C),(0) einer Europiischen Call-Option im
nten CRR-Modell mit Falligkeit 7" und Ausiibungspreis K bzgl. dem Wert-
papier S gilt:

lim C,(0) = Cps(0),

n—oo

wobei Cpg(0) durch die folgende Black-Scholes-Formel gegeben ist:
Cps(0) = SN(d1(S,T)) — K e N(da(S,T)).

Dabei ist S = S(0) der Preis des Wertpapiers zum Zeitpunkt 0, N die
Standard-Normalverteilung und
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Beweisskizze: A A
1) Definiere a, = min{j € No : Su, il s K }. Damit ist a,, der kleinste

Wert von j fiir den (S wdin ™l — K )™ > 0. Das Minimum existiert, weil
> list.

2) Der Arbitragepreis der Option im nten Modell ist also

k
"k iy .
Cn(0) = (1 +7"n)7kn Z <]> an(1 _Qn)kn ! (SU%de" T - K),

Jj=an



wobei ¢, das dquivalente Martingalmaf} definiert (siehe letzter Vortrag).
Wir sind also das (...)" losgeworden.

Durch Umsortieren erhilt man:

o= (5) () (2ras)

Jj=an
kn . .
~an) k[ 3 (%) dha =g,
Jj=an
Fir ¢, = ‘ﬁif: (welches ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 definiert) gilt dann:

Cn(0) =S (1 — B¥(a,)) — K (1 +7,) " (1 - B¥"(a,)), (1)

wobei BFnPn(.) die Binomiale Verteilungsfunktion mit Parameter k, und
pp, ist. Sei Y,, eine Folge von Binomialverteilten Zufallsvariablen mit Pa-
rametern k, und p,; Y,, ist also Summe von k,, 0/1-wertigen Zufallsvaria-
blen, die mit Wahrscheinlichkeit p,, eins sind. Dann ist 1 — B¥»?n(q,) =
Pla, < Yp < k).

Wir transformieren nun die Y;, aus Schritt 3 zu:
Yn — Yn - knpn ’
kn Pn (1 - pn)

womit dann E(Y;,) = 0 und Var(Y;) = 1. Die Grenzen a,, und k, trans-
formieren sich zu «,, bzw. §,, so dass

Fiir lim,, 00 ay = a und lim,, o0 8, = G, gilt nach dem Zentralen Grenz-
wertsatz:

lim Pla, <Y, < 8, = N(8) — N(a).
Fiir p, = ¢, kann man durch Nachrechnen zeigen, dass a« = —d;(S,T)
und G = 400, womit folgt:
lim (1— B (a,)) =1— N(=di(S,T)) = N(d:1(S,T))
Ebenso zeigt man fiir p, = ¢,, dass @« = —d(S,T) und = +o0, womit
gilt:
lim (1— B*(a,)) = N(d2(S,T)).

n—~0o0

Mit Gleichung (1) folgt die Black-Scholes-Formel direkt.



