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Definition. Ein F-adaptierter Prozess S=(S,,)ner heit ein (F, P)-Martingal
wenn E(|S,|) < oo und E(S,+1|Fn)=S,
Beachte: E(AS,,1|F,)=0

Definition. Ein Prozess C' = (C,,)?, heifit vorhersehbar, wenn C,
F,_;-messbar ist.

Ihr Gewinn im n-ten Spiel: C,,AX,, = Cp,(X,, — X,,_1)
Gesamter Gewinn bis zum Zeitpunktn: Y, = i C,AX, = i Cn( X — Xuo1)
=1 k=1

e
Notation: Y =Ce X, Y, = (Ce X),, AY, =C,AX,
0
Beachte: (C'e X)g =0, da > leer ist.
k=1

Wir nennen C' e X M artmga_l Transformation.

Satz (Bingham Theorem 3.4.1)

i) Wenn C' ein beschriankter positiver vorhersehbarer Prozess und X ein Supermartingal
ist, dann ist C' @ X auch ein Supermartingal.

ii) Ist C' beschrankt und vorhersehbar, und X ein Martingal, dann ist auch C' e X ein
Martingal.

Interpretation:

i) Wenn das Spiel von Anfang an unfair ist, verliert man am Ende.

it) Wenn C ein Martingal ist, dann kénnen wir iiber die Zukunft nichts
voraussagen (faires Spiel).

Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P*({w}) > 0 auf (2, Fr), das
zu P dquivalent ist, heiit Martingalmaf fiir Prozess S, beziiglich der Filtra-
tion F', wenn S ein Martingal ist.

Das bedeutet: Wenn zu jedem denkbaren Elementarereignis eine positive
Wahrscheinlichkeit bestand, dann muss das auch das Martingalmafl positiv
sein.

Mit P(S) bezeichnen wir die Klasse von dquivalenten Martingalmafien.
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Satz (Bingham Praposition 4.2.1)

Wenn P* € P(S) ein dquivalentes Martingalmafl ist und ¢ € & eine
selbstfinanzierende Strategie, dann ist der Vermogensprozess ‘~/¢(t) ist ein P*
Martingal beziiglich F.

Satz (Bingham Préposition 4.2.2, eine Richtung von No-Arbitrage Theorem)
Wenn ein dquivalentes Martingalmafl existiert, also P(S) # 0,
dann ist der Markt arbitragefrei.

Ergebnis: - Bestimme die Martingalmaf3;
- Existiert ein Martingalmafl; dann entspricht der Arbitragepreis des Fi-
nanztitels X dem E[X].

Beispiel: Besitzt das folgende Modell die Martingaleigenschaft?
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Fo = {@;Q}, Fi = {{wl,wg},{W3,w4}, @,Q} ; Fo = ’P(Q)
Bedingung der Martingaleigenschaft: Fiir alle t muf3 gelten: F (Siftl) =S,
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E[Si| Fol (W) = 5y er Su(r) - P({7}) = Si(w1) - P({wi}) + Si(ws) - P({ws}) + Si(ws)
+51(ws) - P({wa}) =360 (5 (3+35)) +270- (3-(5+3)) =300 = Sp.

Fir F; gilt weiter:
Fir 7y D F={wiwo} gilt B[Sy | F1] = 2390 + £300 = 360 = S,
Fir 7, D F={ws,w4} giltE [S| Fi] = $300 + 1240 = 270 = 5,

Das Modell besitzt die Martingaleigenschaft.



