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Definition. Ein F-adaptierter Prozess S=(Sn)n∈T heißt ein (F, P)-Martingal
wenn E(|Sn|) < ∞ und E(Sn+1|Fn)=Sn

Beachte: E(∆Sn+1|Fn)=0

Definition. Ein Prozess C = (Cn)∞n=1 heißt vorhersehbar , wenn Cn

Ft−1-messbar ist.

Ihr Gewinn im n-ten Spiel: Cn∆Xn = Cn(Xn − Xn−1)

Gesamter Gewinn bis zum Zeitpunkt n : Yn =
n∑

k=1
Cn∆Xn =

n∑
k=1

Cn(Xn − Xn−1)

Notation: Y = C • X, Yn = (C • X)n, ∆Yn = Cn∆Xn

Beachte: (C • X)0 = 0, da
0∑

k=1
leer ist.

Wir nennen C • X Martingal Transformation.

Satz (Bingham Theorem 3.4.1)
i) Wenn C ein beschränkter positiver vorhersehbarer Prozess und X ein Supermartingal
ist, dann ist C • X auch ein Supermartingal.
ii) Ist C beschränkt und vorhersehbar, und X ein Martingal, dann ist auch C • X ein
Martingal.

Interpretation:
i) Wenn das Spiel von Anfang an unfair ist, verliert man am Ende.

ii) Wenn C ein Martingal ist, dann können wir über die Zukunft nichts
voraussagen (faires Spiel).

Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P
∗({ω}) > 0 auf (Ω,FT ), das

zu P äquivalent ist, heißt Martingalmaß für Prozess S , bezüglich der Filtra-
tion F, wenn S ein Martingal ist.

Das bedeutet: Wenn zu jedem denkbaren Elementarereignis eine positive
Wahrscheinlichkeit bestand, dann muss das auch das Martingalmaß positiv
sein.
Mit P(S) bezeichnen wir die Klasse von äquivalenten Martingalmaßen.
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Satz (Bingham Präposition 4.2.1)
Wenn P

∗ ∈ P(S) ein äquivalentes Martingalmaß ist und φ ∈ Φ eine
selbstfinanzierende Strategie, dann ist der Vermögensprozess Ṽφ(t) ist ein P

∗

Martingal bezüglich F.

Satz (Bingham Präposition 4.2.2, eine Richtung von No-Arbitrage Theorem)
Wenn ein äquivalentes Martingalmaß existiert, also P(S) 6= ∅,
dann ist der Markt arbitragefrei.

Ergebnis: - Bestimme die Martingalmaß;
- Existiert ein Martingalmaß, dann entspricht der Arbitragepreis des Fi-

nanztitels X dem E[X].

Beispiel: Besitzt das folgende Modell die Martingaleigenschaft?

F0 = {Ø,Ω}; F1 = {{ω1,ω2},{ω3,ω4}, Ø,Ω} ; F2 = P(Ω)

Bedingung der Martingaleigenschaft: Für alle t muß gelten: E
(
S
|Ft

t+1

)
= St

2



E [S1 | F0 ] (ω) = 1
P (Fω)

∑
τ∈Fω

S1(τ) · P ({τ}) = S1(ω1) · P ({ω1}) + S1(ω2) · P ({ω2}) + S1(ω3)

+S1(ω4) · P ({ω4}) = 360 · (1
3
· (2

3
+ 1

3
)) + 270 · (2

3
· (1

2
+ 1

2
)) = 300 = S0.

Für F1 gilt weiter:
Für F1 ⊃ F={ω1,ω2} giltE [S2 | F1 ] = 2

3
390 + 1

3
300 = 360 = S1

Für F1 ⊃ F={ω3,ω4} giltE [S2| F1] = 1
2
300 + 1

2
240 = 270 = S1

Das Modell besitzt die Martingaleigenschaft.
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