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Das Ziel unseres Vortrages ist, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 1. (No-Arbitrage Theorem) Ein Markt M ist genau dann arbitragefrei, wenn es
ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf P* gibt, so dass die diskontierte Preisent-
wicklung S ein P*-Martingal ist.

Das aus der Existenz eines dquivalenten Martingalmafes die Arbitragefreiheit des
Marktes folgt, hat Igor schon gezeigt. Der Satz folgt damit aus der folgenden

Proposition 2. Ist der Markt M arbitragefrei, dann gibt es ein dquivalentes Martin-
galmag.

Wir liefern zwei Beweise fiir diese Proposition. Der erste verwendet die entsprechen-
den Ergebnisse iiber das Ein-Perioden-Modell, der zweite verwendet die Methoden, die
zu diesen Ergebnissen fiihrten.

1. Beweis. Zunichst folgt aus der globalen Arbitragefreiheit die lokale Arbitragefreiheit,
was Yijun in ihrem Vortrag bewiesen hat. Mit den Ergebnissen iiber das Ein-Perioden-
Modell aus Sonjas Vortrag folgt, dass fiir alle ¢t € {0,...,7 — 1} und alle A € P, d.h.
fiir alle lokalen Mérkte (im Ein-Perioden-Modell) in M, dquivalente Martingalmafle IP’Z A
existieren. Es sei nun fiir w € 2

T-1

P(w) = [ Pia,. (Air1),
t=0

wobei A, die Menge in P; ist, die w enthilt. Nun bleibt zu zeigen, dass
e P* ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf 2 ist,
o P* dquivalent zu P ist,

e S ein Martingal beziiglich P* ist. 0



Fir den zweiten Beweis brauchen wir die folgenden Definitionen:

X := {Zufallsvariablen X auf (22, F)}
V = {XeX:X=Gu(T),¢ vorhersagbar}
I' = {XeX":V,c0X(w) >0 und JyeaX(w) > 0}

Auflerdem benétigen wir die folgenden Hilfssétze.

Hilfssatz 3. In einem arbitragefeien Markt erfillt jede vorhersagbare Anlagestrategie

QOI:(QOl,...,QOd) ~
Gy (T) ¢T.

Hilfssatz 4 (Farkas’ Lemma (Variante)). Fir eine gegebene m x n-Matriz M gilt
genau eine der folgenden Aussagen:

1. Jgern 2>0 Mz =0

2. dyerm yTM >0 und yTM # 0.
Nun haben wir alles fiir den
2. Bewets von Proposition 2.

VY ist Unterraum von X

— VNIr'=90 mit Hilfssatz 3,
= JoareraVe,, (r)ev MGy (T)=0 mit Hilfssatz 4,
* A
= Vwen  P*({w}) = %
ist Wahrscheinlichkeitsmaf} auf Q2 dquivalent zu P;
= E(Guy(T)) =0 E* ist P*-Erwartungswert,
— Viz1,.a E (Zle @i(T)ASi(T)) =0
—>  S;(t) sind P*-Martingale nach Martingaltrans-
formationslemma.



