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Proposition 1 (4.2.3) Wenn der Markt M arbitragefrei ist, dann ist auch die

Klasse P(S) von equivalenten MartingalmafSe nicht leer.

Markt
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P), mit || < co und p({w}) >
0, fa. w € Q,
Anlagezeitpunkte t =0,1,...,T,
d 4+ 1 Wertpapiere,
Preisentwicklung S, mit S(t) = (So(t),...,S54(t)) und fa.
t = 0,....,7T und i = 0,...,d sind S;(t,w) F; -meBbare
Zufallsvariablen
Informationsstruktur F = Ftthoa mit Fy =0, Q und Fr = F =
P(£2) (generiert aus der Preisentwicklung)

Anlagestrategie

Eine Anlagestrategie ¢ ist ein vektorwertiger stochastischer Prozess

¥ = (@(t))tT:O = (((pO(taw)a RS @d(tvw))/)?:o eR

der vorhersagbar ist, d.h. die ¢;(t) sind F;_1-mefbar.

¢ selbstfinanzierend & (t)S(t) = p(t+1)S(t) & V,(t) = Vo, (0)+ G (1)

Arbitragefreiheit

Eine

Arbitragemoglichkeit ist eine selbstfinanzierende

Anlagestrategie @ fiir die gilt:

P(V,(0)=0)=1, P(V,(T)>0)=1, P(V,(T)>0)>0.

Ein Markt heifit arbitragefrei, wenn in der Klasse der
selbstfinanzierenden Anlagenstrategien keine Arbitragemdoglichkeit
gibt.

adquivalentes Martingalmaf

Ein W-Ma P* auf (2, Fr) édquivalent zu P wird Martingalmaf
von S genannt, falls der Prozess S ein P*-Martingal beziiglich

der Filtration F ist. Mit P(S) wird die Klasse der dquivalenten
Martingalmafle bezeichnet.

Martingaltransformationslemma

Eine Folge von reel integrierbaren Zufallsvariablen {M,,} ist genau
dann ein Martingal, wenn fiir eine beschréankte, vorhersehbare Folge
{H,} gilt:

E>  HAM) =0  fan=12,....
k=1
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Proposition 2 (Beweisidee)

L

A

V ist Untervektorraum von X
yNnTr =0

Irs0era¥e, (myev MG (T)=0
VMGQ P*({w}) = % >0

ist W-MaBauf 2 dquivalent zu P;
E* (G (1)) =0
Vi=1,...d

S;(t) sind P*-Martingale

Jennifer W63

E* (X7 o(rAS(r) =0

mit Hilfssatz 3,
mit Farkas’ Lemma,

E* ist P*-Erwartungswert

nach Martingaltransformationslemma
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Hilfssatz 2 (Farkas’ Lemma Variante)

Fiir eine gegebene m x n Matrix M gilt genau eine der folgenden
Aussagen:

1. 3I€R",I>O Mx =0
2. Jyerm y'M >0 und  yTM #0.

Farkas’ Lemma Original

Fiir eine gegebene m x n Matrix A und einen Vektor b €
R™ gilt genau eine der folgenden Aussagen:

1. HmE]R",sz Az =b
2. dyerm yTA<0 und yTb > 0.

Beweis Variante mit Hilfe des Originals
Sei M eine m x n Matrix und es gelte:

E|Z>OE]R" Mz =0

0BdA Jy>1ern Mxz=0 Skalierung
— J Al " ) =b» wobeil A = -M
< x ) S I
>0eR2n
s
= Mx=0 AN xz—s5=1 Riickr. also klar
T T
Farkes 7 (“)Ago A ( )b>0
( ER”’+m' v
v
= —uTM+4TT < 0 A vT1>0
-7l < 0
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Hilfssatz 3

In einem arbitragefreien Markt erfiillt jede vorhersagbare
Anlagestrategie ¢’ = (¢1,...0,)

és@’ (T) ¢ T.

Proposition 3 von Nadine

©1(t), ..., 0a(t)) vorhersagbar
Vi, (0) ist Fy-meBbar

=

3 _ , selbstfinanzierend mit
(o, P = (P0r- 0y )y,

Proposition 2 von Nadine

Eine Anlagestrategie ¢ ist genau dann selbstfinanzierend,
wenn gilt:

Beweis Hilfssatz 3

M arbitragefrei und ¢ = (¢1,...,pq)" vorhersagbar

= é'(wo(t))le@ = (40, - - -, pa)" selbstfinanzierend mitV,,(0) = V; = 0.

Wegen Proposition 3 von Nadine.
Angenommen G, (t) € T', dann folgt mit Prop.2 von
Nadine:
‘ZP(T) = B(T) ' o (T) 5
= Ve (0) + G, (T)

|
@
—~
S
~
L |
—~
o
~

vVl

und P(3(T)1(G)o(T) > 0) > 0 also P(V,(T) > 0) > 0.
Dann ist ¢ ist eine Arbitragestrategie. Da M arbitragefrei
ist, folgt die Behauptung.

O
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Beweis Proposition 2

Konstruktion des dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles

X = { Zufallsvariablen X auf (Q,F)}
V = {XeX:X=G,T),p vorhersagbar}
I = {XeXT:VyeoX(w)>0und J,eqX (w) > 0}

e Aus Hilfssatz 3 folgt VN T = 0.

e )V ist Untervektorraum von X, wegen der Linearitdt der
diskontierten Gewinnentwicklungen é«p in ¢. Klar ?
Wenn nicht: Linearkombinationen von vorhersagbaren
Anlagestrategien sind wiederum vorhersagbar. Hat man nun
also zwei diskontierte Gewinnentwicklungen G, und G
wobei ! und ¢? vorhersagbar sind, dann folgt:

G () +Gpa(t) = Yo ¢ (1AS(T) + X0, ¥*(1)AS(7)
= Si(0M() + @2 (7)AS(7)
= Goiyp(t).

e Da V UVR von & ist, folgt

@ »?)

3A4€kaﬂvveyayeRk v :?AlTy.
Aus YV NT = 0 folgt:
= Apev v>0 A v#0
= AByerk y"M>0 AN yTM#0 «— M'y>0ecV
Farkes 3iege MA=0 A A>o0

Wir kénnen M sogar direkt angeben. Denn wir wollen ja aus
einer Anlagestrategie ¢’ aus der Menge der vorhersagbaren
Strategien W C R¥T+2 (UVR) einen Gewinnprozess erhalten.
Betrachte dazu:

T T

d
Gy (T,w) = Z ¢ (1,w)AS(1,w) = Z Z ©i (T, w)AS; (T, w)

=1 =11

Offensichtlich gibt es eine lineare Funktion von W nach R%,
also die Matrix M7 mit:

mia 0
MT = : A Y MTy =G (T)eV
.. LP/EW LP/

0 myn

mit m; = (Agl(l,wi), ey Agd(T, wz)) .

Womit dann auch die Dimensionen von M klar sind: £ = d+T.
e Definition des zu P dquivalenten W-Mafes:
Aw)

Voea  P*({w}) = S o)
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Nun also noch Zeigen, dass S ein P*-Martingal ist:

E(Y1_, (1)AS(7)) = E*(Gy(T))
weN C:vtp (Tv w)p* (W)
w(va)Z Alw)

w/ e i(i'u,)

= AG,( (m)

!

weN G
T

e

Da dies fiir jede vorhersagbar Strategie ¢ gilt, gilt sie auch fiir solche
in denen jeweils nur ein Wertpapier besessen wird, also gilt:

E* (Z goi(T)Agi(T)> =0 fa.i=1,..,d.

Aufgund der Endlichkeit von €2 ist ¢ beschrinkt womit folgt dass
die diskontierten Preisentwicklungen (S;(t)) P* -Martingale sind,
bzw. S ein d-dimensionales P*-Martingal ist.
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