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Aufgabe 1)

Es sei G ein maximal planarer einfacher Graph. Zeige, daf§ G 3-farbbar
ist, genau dann, wenn jeder Knoten von G geraden Grad hat. Hinweis:
Fiir die Riickrichtung beobachte zunéchst, daf} eine Farbung zweier be-
nachbarter Knoten auf hochstens eine Weise auf den gesamten Graphen
ausgeweitet werden kann. Zeige, dafl dies unter der gegebenen Voraus-
setzung immer moglich ist.

Aufgabe 2) (Satz von Heawood)

Gegeben sei eine ebene Triangulierung, und die Kanten der Triangulie-
rung seien wie im Satz von Tait 3-gefirbt, also sind die Kanten jedes
Dreiecks der Triangulierung mit den 3 verschiedenen Farben gefirbt.
Zeige, dafl eine Féarbung ¢ : F — {+1,—1} der Dreieckseiten der Tri-
angulierung existiert mit der Eigenschaft, daf fiir jeden Knoten v von
G gilt:

Z ¢(F) =0 (mod 3).

FeF:w Randknoten von F'

Bemerkung: Der Satz von Heawood behauptet auch die Umkehrung.

Aufgabe 3)

Ein in der Vorlesung erwéhnter geriihmter Satz von Koebe besagt, dafl
jeder planare einfache Graph ein Coin—Graph ist. Ein Penny-Graph
sei nun ein Coin—Graph, fiir den eine Darstellung mit Kreisen gleichen
Radius’ existiert. Ist jeder planare einfache Graph ein Penny—Graph?

Aufgabe 4)

Betrachte ein Gitterdreieck A C R?, also ein Dreieck mit ganzzahli-
gen Ecken {po,p1,p2} C Z>. A heifit elementar, falls es keine weiteren
ganzzahligen Punkte in A gibt. Zeige, daf der Flidcheninhalt A(A) eines
elementaren Dreiecks A immer % ist. Hinweis: Betrachte das Paralle-
logramm P gegeben durch {py, p1, p2, p1 +p2 —po }- Die Translate dieses
Parallelogramms pflastern die Ebene. Um den Flédcheninhalt des Par-
allelogramms zu berechnen betrachte eine Folge von Gitterquadraten,
die unendlich grofl werden.



ABBILDUNG 2. Ein Teil der Pflasterung.

Aufgabe 5) (Theorem von Pick)

Betrachte ein Polygon @ C R? mit ganzzahligen Ecken. Zeige, da8 fiir
die Flidche A(Q) des Polygons gilt:

1
A(Q) = njnt + §nbd -1,

wobei n;,; und nyg die Anzahl der ganzzahligen Punkte im Inneren be-
ziehungsweise auf dem Rand des Polygons sind. Hinweis: Fiihre einen
Induktionsbeweis tiber die “Grofle der Fliche” und wende Aufgabe 4)
an.

ABBILDUNG 3. Ein Gitterpolygon.



